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8.2. L'oscillateur harmonique

8.3. L'oscillateur harmonique — traitement par I'énergie
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3. L'oscillateur harmonique

® e mouvement oscillatoire est tres frequent dans la nature.

® Un systeme qui oscille est appelé un « oscillateur ».

Quelques exemples de phénomenes oscillatoires Montre a quartz (2 MHz)

V+ pin  resistor capacitor  output pin

- Voix (cordes vocales)

- Pendule

- Ressort

- Montre mécanique

- Montre a quartz

- Circuit électrique RLC (radio)

ﬁairs'able pin crystal 7 IC die o groun pinﬁ

Mouvement oscillatoire = réaction d’'un systéeme soumis a une force de rappel non
constante avec dissipation de I’énergie faible ou nulle
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8. L'oscillateur harmonique
B Une application des oscillateurs : I'horloge
Premiere horloge a pendule construite par R

I'norloger S. Coster en collaboration avec C.
Huygens a La Haye en 1657 1m

précision: 102 - 104 s

1777 : I'norloger suisse
Abraham Louis Perrelet
crée la premiére montre
automatique
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8.1. L'oscillateur harmonique — modele
B Généralitées

4 x(6) = Acos (wt - g) — Asin(wt)
o A AN
A0 A VAV RV,

Par définition, un objet ponctuel se déplacant le long d’un axe Ox présente un mouvement
sinusoidal lorsque sa position en fonction du temps est donnée par

v
>

_ _ - ’ Si w, est indépendante de I'amplitude
— + — + 0
X=AC0S (pt+ ¢) = Asin(ayt + ¢) = l'oscillateur est dit « harmonique »

avec A amplitude du mouvement
D) pulsation
4 (4) phase initiale (&t =0) avec ¢'=¢+5

L’amplitude et la phase sont determinées par les conditions initiales

La position de la particule se répéte a un intervalle de temps régulier (période) : T, = -
0
La frequence est donnee par f, = %: 2%% unité : s ou Hz
0
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8.1. L'oscillateur harmonique — modele

. -
B L a position X =Acos (wyt + ¢) =A (') ,iA > X
- . dx )
B |Lavitesse X=v=20=— oy Asin (apt + )

B [acceleration | y=a=9% = _ 4,2 Acos (apt+ @) = — w2 X

dr ~ 0
“¢=O
x(f)
x (@ . i .
/ L’accéleration| est toujours
x (1)
= proportionnelle et opposée au
i i déplacement| |x|= —a)g X
i T() i
<>
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8.2. L'oscillateur harmonique

B | 'oscillateur « masse et ressort » (sans la force de gravitation g ni frottement)

v

- force de rappel du ressort avec

[
O
. . e e
On applique la 29 |oi de Newton : ma = F avec F' = — L
[’origine a [’extréemité du ressort.

Equation differentielle du mouvement (projection sur Ox) :

d’x dx  k  _
F=ma= m-—5= —kx E>dt2 %X—O

2
ﬂ + w(Z)x =0 ou X = _a)(z) X Equation différentielle
dt? du mouvement
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8.2. L'oscillateur harmonique

B | 'oscillateur « masse et ressort » (sans la force de gravitation ni frottement)

On peut remarquer que la relation X = —wg x est aussi obtenue en posant X = A cos (aw,t + ¢)

En effet: ¥ = — wg Acos (gt + @) = — w3 X

Les solutions de I'équation différentielle X + a)g x = 0 sont donc de la forme :

— A, ¢ sont des constantes du mouvement
X(t) = A cos (a)Ot + ¢) qui déependent des conditions initiales

En posant ¢'= ¢+, nous avons :

X(t) = A sIn (a)o t+ ¢’) Cette forme est aussi une solution de [’équation de mouvement
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8.2. L'oscillateur harmonique

. s . e . d?x
B Etude des solutions de I'équation différentielle de mouvement -zt wix =0
X(t) = X, cos(my t) et X(t)= X, Sin(a, t) sont des solutions particulieres qui décrivent
un mouvement oscillatoire avec des conditions initiales telles que
- la masse est en x=x, a t=0 pour X(t) = x, cos(my t)

- la masse est en x=0 a t=0 pour x(t) = X, sin(a, t)

Une autre solution serait x(t) = x, cos(am, (t—1,)) si la masse est en x=x, a t=t,
Cette solution peut étre reecrite de la fagon suivante : - 5 - cosa cosp + sina sing
X(t) = X, cos(ay, (t —ty)) = Xg COS(ay, t) cOS(ay, ty)+X, Sin(ay t) Sin(ay, ty)
= Acos(myt) + Bsin(ayt) avec A= X,cos(aytp) et B= X, sin(ay tp)
= X, COS(ay t+ @) avec p= — ay t;

En résumé, la solution peut s’écrire sous différentes formes :
X(t) = X, cos(ay (t — 1))
X(t) = Acos(w,t) + B sin(w,t)
X(t)= X, coS(a@yt + ¢) => écriture la plus courante

Toutes ces solutions sont équivalentes. Elles décrivent le mouvement d’un oscillateur harmonique.
Les constantes t,, X,, 4, A, B, sont définies par les conditions initiales.
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8.2. L'oscillateur harmonique

B | 'oscillateur « masse et ressort » avec la force de gravitation

Equation différentielle du mouvement du ressort avec une masse m dans un champ de pesanteur :

A l'équilibre : 27 |oji de Newton = ma =0 = —k7* + mg

o} F

On pose 1’axe Ox avec ’origine déefinie a I’extrémité du ressort de longueur

leq |, sans masse accrochée. L’allongement Sera donc x avec x = | — |,
Xoqt _
¢ Projection sur Ox :
Xt . ma =0 = —Kk X, + Mg
mg
X mg

douxquT

etlog = lo + Xeq = lo + =7
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8.2. L'oscillateur harmonique

B | 'oscillateur « masse et ressort » avec la force de gravitation

Equation de mouvement du ressort avec une masse m dans un champ de pesanteur :

eq

=l

mg

On tire sur la masse m et
on la lache. On part
d’une position position
dite hors equilibre

2nde |oj de Newton : ma = —k#+mg avec 7 =(I-1,)e, = e,
Projection sur Ox de la 2" loi de Newton :

m
ma = —kx+mg = —k (x -5
mg _ _ _
O —==Xgq dot ma= —k (X —Xgq)
En prenant un repére O’x’ tel que x’=0 corresponde a la position
d’equilibre 1 x’= X — Xq, NOUS AVONS :

,_dx_ ,
ma’=m-7; = —kx

d*x’'
soit —F + a)%x' =0 Equation différentielle

dt?
_ |k du mouvement
avec wg = /m

On remarque que g n’apparait pas. La pesanteur ne fait que changer
la position d’equilibre mais pas le mouvement oscillatoire.

10
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3.2. L'oscillateur harmonique

B | e pendule
Systéme : une masse M au bout d’un fil de longueur | (de masse négligeable)

Equation différentielle du mouvement :

Accélération en coordonnées polaires :

/ . .
/// G\J ar = r-r.92 .
\1;// \\?/ ag = 2r0+r0
N 4 \\ .
N ~e, r=l=cte =27=0 donag=10

Fx suivant e, ml§=—mg sin@ (composante tangentielle F; du poids)
7 est la tension du fil g~ 7
Mg est le poids 0 + Tsin@ = 0 | Equation différentielle d’un pendule

On peut remarquer que cette eéquation difféerentielle est celle d’'un oscillateur
mais qu’elle differe de celle du ressort : cet oscillateur n’est pas harmonique

11
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8.2. L'oscillateur harmonique
B |e pendule

Evolution de la période avec 'amplitude pour un pendule

)
Evolution de la période en fonction IS
de 6, (i.e. amplitude) 5 e

| ¥
no
w
o

5
Amplitude

, . , . . ;- N T
La période augmente lorsque I'amplitude augmente, lorsque celle-ci est supérieure a ~ p

= le pendule n’est pas un oscillateur harmonique pour les grandes amplitudes (60 =15°)

12
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8.2. L'oscillateur harmonique

B | e pendule

6 +%Sin9 =0

Equation différentielle du mouvement du pendule
= oscillateur non-harmonique (la période déepend de I'amplitude)

Pour les faibles amplitudes, c’est-a-dire pour les petits angles, alors siné ~ 6, soit :

d2e Equation difféerentielle du mouvement du pendule
2 g L . .

) + Wy 6=0 avec Wy = [~ dans 'approximation des petites amplitudes

dt [ = oscillateur harmonique

Les solutions sont alors de la forme : 8= 6, C0S (@, t+¢) (= ) sin (o, t+¢)

Rem. 1 : La période du pendule vaut T,= 2)—7[ = independante de la masse
0

d?x

Rem. 2 : analogie avec le ressort — + wjx =0

dt?

13
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8.2. L'oscillateur harmonique

B Energie mecanique d'un oscillateur « masse et ressort »

Energie cinetique :

X =Acos (opt + @)
v=% = _ g Asin (at + 9

E. :émvz = ém @’y A? sSin? (a,t + @)

or Sin2@=1 —cos?6 et x2=A?cos’(aw,t + ¢)

Ep(I)

j E, et E; dépendent de la
position et donc du temps

A\E E.

Ec

1
? m a)oz (A2 = X2)

p— Ep
C

i [ s e o e e e i

X “t(s)

L’énergie cinétique est maximum pour x=0 et
nulle aux extrémités (x==#A)

_ _ 1 _ 1
Energie potentielle : E=E +E,=3ma?A? =5kA?

— Ly y2 = L ma2x?
=5k X2 =5 mayx

Energie mecanique de l'oscillateur
p

L’energie mécanique est constante au

L’énergie potentielle est nulle pour x=0 et i C ..
Jer P cours du mouvement (si pas de dissipation)

maximum aux extrémités

14
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8.3. L'oscillateur harmonique — traitement par I'énergie

B Equation différentielle du mouvement a partir de 'énergie mécanique

Energie potentielle : E,= %kx2

Energie cinétique : E, = %mfcz
. p . 1 . 1
Energie mecanique : E=E +E = mez + Ekx2

. : C : , . . d
L'énergie meécanique est constante (conservation de I'énergie) : EE =0

LE =0=-m2 i +~k2ix=x[m#+ kx]
dt 2 2

La seule solution non triviale est : m ¥ + kx=0 (si x=0, alors x=cte, pas de mouvement)

Equation différentielle de
["oscillateur harmonique

. k dzx 2
soitavec Wo = |z =)| — + W x=0

15
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Resume : l'oscillateur harmonique g

SF————— -~ —~ — — —— - e _90

Ressort + Masse \ / Pendule \

Equation différentielle du mouvement : Equation différentielle du mouvement :
d?o g
d’x k —+wif=0 avec w —\/:
2., — - | oY — 0 —
Approximation aux petits angles (siné ~ 6)
Les solutions sont de la forme : Les solutions sont de la forme :
X(t) = Xy €0S (awpt + @) (= X sin(ent + @) At)= ,cos (a, t+¢) (= 6 sin (w, t+4)
avec X, amplitude du mouvement avec ¢, amplitude du mouvement
@y pulsation propre de l'oscillateur @, pulsation propre de l'oscillateur
#(¢) phase initiale (a t =0) #(¢) phase initiale (& t =0)
Si w, est indépendante de I'amplitude = oscillateur harmonique 27

La position de la particule se répéte a un intervalle de temps régulier (période) T, = -
0

16
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